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1. Введение

Вычисление наилучшей константы в интерполяционном неравенстве
Гальярдо-Ниренбурга-Соболева приводит к решению нелинейного уравнения
эллиптического типа, что является сложной задачей. Поэтому получение
априорных оценок наилучшей константы  является актуальным.

2. Интегральное неравенство

Для удобства дальнейшего изложения примем следующие

обозначения: ,1,)(

/1













  pdxxuu

p

R

p

p
n

-норма в )( n
p RL ,  индекс p в

p
 будем опускать при 2p , т.е. будем писать  . Для заданного  из

интервала ),0( 0 , где 0 при ,2,1n )2/(40  n при 3n ,
определим )2/(5,0   n . Для заданного )1,0( определим

   1)1( .
Пусть





0

1)(0 dtte t  ,

гамма –функция Эйлера;

  
1

0

11 )1(),(0,0 dtttB  ,

-бета- функция Эйлера, )2/(/2 2/ nn
n   ,



PROCEEDINGS OF  IAM, V.2, N.2, 2013

188

nn

ng n

nnnn
BK

/
2/1

/
1

)2/(
]2/)[(

2
)1(,

2
5,0)(













 

























 

  . (1)

Лемма 1. Пусть  , - определенные выше числа, ),()( 2
nRLx 

xrRLr n  ),(2 . Тогда справедливо следующее интерполяционное
неравенство:
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)1/()2( )( rK g ,                            (2)

где )(gK - константа, определенная формулой (1).
Константа gK является точной: неравенство (2) переходит в равенство при
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  rrx где 321 ,,  произвольные
положительные числа.
Доказательство. Пусть ba, -пока не определенные положительные числа.
Применяя неравенство Гельдера-Юнга для интегралов, имеем
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Из приведенных выше оценок для
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 получаем следующее неравенство:
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Функция   aaaaf 0,/)1()( 1  , в точке  /)1(0 a имеет

минимум, равный    1
0 )1(/1)(af . В последнем неравенстве  полагая

0aa  , получим неравенство (2) с константой gK , определенной формулой

(1). Остается показать, что gK в неравенстве (2) является оптимальной
константой. Предварительно проверив,    что

2/
3

2/
20

2
32

1

2
2/,2/(

)( 











  



B

t

tt , где
2

,0 
  ,

вычислим  для  /112
2210 )/(  r нормы ,,, 000 p

r 

)1/()2(  p .  Легко показать, что

1)   nnnn

n
n B

2/)2(2/
3

2/)1(
2

/2/1
1

)1/()2(0
)5,0(















  ;

2)   2/12/
3

2/)1(1
2

2/1
1

0
)5,0(1

nn

nB









 ;

3)   2/12/1
3

2/)1(
2

2/1
1

0
)5,0(

nn

n B
r










.

Учтя эти интегралы в нестрогом неравенство (2), легко убедится, что оно
переходит в равенство при gK , определенной формулой (1).
Лемма 1 полностью  доказана.

3. Неравенство Хаусдорфа –Юнга

Лемма 2. Пусть   
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Фурье функции )(xu . Тогда  справедливо следующее неравенство
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4. Результаты
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Теорема 1. Пусть )()( 1 nRHxu  , где )()( 1
2

1 nn RWRH  пространство
Соболева. Пусть  , выше определенные числа, )(gK определено
формулой (1). Тогда справедливо следующее мультипликативное
неравенство Гальярдо-Ниренберга-Соболева
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Но для 0 справедливо соотношение [5]
2

0
2
20 1

1



 

 


 . (12)

Из (7), (11), (12) получаем, что

2
22

00 1
2

2
21


















  





GKKKK

ББ . (13)

Покажем, что

00 KK  при 2 .                                    (14)
По неравенству Хаусдорфа-Юнга имеем







2
2

2
2

 






 
 FGKG Б при 2 .                 (15)







 















 







 












 2

)1(,
222

2,
22)1(0

/212

12

2

nn
B

nn
B

t

att
FG nn

n

n ,

n
n nn

BFG
/

2
2

)1(,
22






















 

 .                           (16)

Здесь GFG ˆ .



PROCEEDINGS OF  IAM, V.2, N.2, 2013

192

Из (13), (15),  (16)  следует (14), т.е.
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Теперь покажем, что

00 KK  при 20   .                                         (17)
имеем
















2
2

/

0
1

1
1
21

2
)1(,

22
1
2



























 












x

K
nn

B

K

K Б

n
n

Б

. (18)
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Дадим одно прямое доказательство оценки 00 KK  .
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Очевидно, что функция ,)(
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  1
02 uuKu .

Результаты настоящей заметки анонсированы в работе  [5]  автора.
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BİR SOBOLEV BƏRABƏRSİZLİYİ HAQQINDA

Ş.M. Nəsibov, M.A. Namazov

XÜLASƏ

İşdə bir Qilyardo-Nirenberq-Sobolev bərabərsizliyindəki ən yaxşı sabir üçün bəzi
qiymətləndirmələr alınmışdır.

Açar sözlər: ən yaxşı sabit, Sobolev bərabərsizliyi, interpolyasion bərabrəsizlik, ən
yaxşı sabitin qiymətləndirilməsi.

ON A SOBOLEV INEQUALITY

Sh.M. Nasibov, M.A. Namazov

ABSTRACT

In the work some estimations are obtained for the sharp constant in Gulyardo-
Nirinbrg-Sobolev inequality.

Keywords: sharp constant, Sobolev inequality, interpolation inequality, sharp
constant estimation.


